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Let Fq(T )=k, with q=2r, be the rational function field over a finite field of
characteristic 2, k  the algebraic closure of the completion of k with respect to the
infinite place. The Carlitz exponential e(z) defined from k  to itself possesses a
kernel generated by (T+T q)1(q&1) ?, where ? is an analog of the usual number.
The reciprocal function of e(z) denoted Log(z) converges in a neighbourhood of the
origin. With this object we prove an analog of the algebraic independence over Q
of the two numbers Log(:), :; for any algebraic : not equal to zero or one and ;
quadratic irrational. We also prove, among other things that ? is ‘‘hypertrans-
cendental’’ in the sense that ? and ?$ are algebraically independent. For that
purpose, we will construct Drinfeld modules whose derivative of periods are
algebraically dependent with the quasi-periods of another Drinfeld module. This
property occurs in any characteristic p2.  1997 Academic Press
1. RAPPELS SUR LES MODULES DE DRINFELD
On de signe par A=Fq[T] l’anneau des polyno^mes en une variable a
coefficients dans le corps fini Fq de caracte ristique p, par k=Fq(T) son
corps des fractions, par k=Fq((1T )) le comple te de k pour la valuation
(1T )-adique v, que l’on prolonge a une clo^ture alge brique k (resp. k ) de
k (resp. k). On notera |:| : q&v(:)=qd(:), la valeur absolue d’un e le ment
de k  .
Par T-module de dimension N, on entend la donne e d’un couple
E=((Ga)N, 8) ou (Ga)N de signe le groupe additif de dimension N et 8
un homomorphisme injectif d’anneaux de A dans l’anneau k [F] des
endomorphismes de (Ga)N ve rifiant
8(T )=a0F 0+ } } } +adF d,
ou les ai (0id ) sont des matrices N_N a coefficients dans k  avec
ad {0, et F est l’endomorphisme de Frobenius sur (Ga)N. Un sous-T-
module H de E sera un sous-groupe alge brique connexe de (Ga)N ve rifiant
8(T )(H)/H (notons que ces de finitions sont diffe rentes de celles de [A]).
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De finitions (proprie te s). Un module de Drinfeld de rang d sur Fq[T]
est un T-module de dimension 1 de termine par:
8(T)=TF 0+ } } } +adF d.
Le couple (Ga , 8) sera par la suite note simplement 8.
Il existe alors une unique fonction exponentielle e8 , caracte rise e par les
deux proprie te s:
(1) ddz(e8(z))=1;
(2) pour tout z # k  : e8(Tz)=8(T)(e8(z)).
Le noyau de l’exponentielle est un A-module de rang d, c’est le re seau
des pe riodes note 4. L’ensemble R4 des multiplications de 4 est un
A-module de rang r divisant d. Quand r=d on dit que 8 est a multiplica-
tion complexe.
Une bide rivation est une application Fq-line aire de A dans k [F] F
ve rifiant ’(ab)=a’(b)+’(a) 8(b). Ces applications sont de termine es par
la donne e de ’(T ). A chaque ’(T ) correspond une unique application F’(z)
dite fonction quasi-pe riodique associe e a ’ de finie par les conditions
(3) ddz F’(z)=0;
(4) pour tout z # k  : F’(Tz)&TF’(z)=’(T )(e8(z)).
L’espace vectoriel des fonctions quasi-pe riodiques est de dimension
infinie et comprend la droite engendre e par e8(z)&z (voir [G] pour plus
de pre cisions). Les quasi-pe riodes de 8 sont par de finition les F(w) pour
w # 4, et comprennent ainsi les pe riodes de 8. On dira encore que ’ est
une bide rivation inte rieure s’il existe m dans k [F] tel que ’(T )=Tm&
m b 8(T ), strictement inte rieure s’il existe m dans k [F] F tel que ’(T )=
Tm&m b 8(T ). Les fonctions quasi-pe riodiques associe es sont respective-
ment dites inte rieures ou strictement inte rieures si elles proviennent de
de rivation inte rieures ou strictement inte rieures. Le module de de Rham est
le quotient de l’espace des fonctions quasi-pe riodiques par celui des fonctions
quasi-pe riodiques strictement inte rieures et est un espace vectoriel de
dimension d.
Passons maintenant aux proprie te s particulie res du module de Carlitz.
De finitions. Pour tout entier i1, on pose:
[i]=T qi&T et par re currence Di=[i](Di&1)q et D0=1.
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Le module de Carlitz est la donne e du groupe additif Ga et de l’homo-
morphisme d’anneaux 8C : Fq[T]  End(Ga) de fini par:
8C(T )=TF 0+F.
L’expression suivante de son exponentielle est alors e tablie (cf. [C]):
e(z)= :

h=0
zqh
Dh
.
On de signera par Log(z) sa fonction re ciproque qui converge pour
d(z)<q(q&1).
Rappelons qu’il existe alors un e le ment ? # k tel que Ker e(z)=
A(T&T q)1(q&1) ? (cf. [C]). On posera ?^=(T&T q)1(q&1) ?.
On note dore navant par $ l’unique de rivation prolongeant continument
la de rivation ddT de k a la clo^ture se parable de k . Comme e=e(1) est
dans k on peut calculer e$ qui apparai^t comme la valeur en 1 de la
fonction (cf. [D6]):
e$(z)= :

h=1
zqh
[h] Dh
.
De me^me, on peut de finir la de rive e n-ie me de l’exponentielle par rapport
a T. On proce de comme pour e$(z), pour 1np&1 et on trouve la
de rive e d’ordre n non nulle:
e(n)(z)= :

h=1
(n!) zqh
[h]n Dh
.
En regardant plus particulie rement les nombres e et ?, on remarque que les
re sultats d’inde pendance alge brique sur le module de Carlitz sont en
ge ne ral meilleurs que les re sultats connus dans le cas de caracte ristique
nulle et de la fonction exponentielle usuelle. On a ainsi vu dans [D6] que
les nombres e et ? sont alge briquement inde pendants sur k sauf peut-e^tre
si q=2. La me thode ne s’applique pas a cette situation car le corps des
constantes n’a pas assez d’e le ments. Rappelons e galement qu’on a prouve
dans [D4] que 1, ?, ?$, ..., ?( p&1) sont line airement inde pendants sur k
(pour tout p). On va essayer ici de voir qu’on peut avoir aussi des re sultats
pour p=2, parfois de nature diffe rente et que ceux-ci de passent les re sultats
connus en caracte ristique ze ro et ceux connus en caracte ristique p3.
Dans une deuxie me partie, nous e tablissons d’abord deux analogues de
re sultats de transcendance:
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The ore me 1. Soit 8(T )=TF 0+ g2 F+ g3F 2 un module de Drinfeld de
rang deux de fini sur k de re seau des pe riodes 4 et d ’exponentielle e8 . Soient
u1 , u2 # k  line airement inde pendants sur k tels que e8(ui) # k (1i2)
et ;1 , ;2 des e le ments de k  line airement inde pendants sur k. Deux des
nombres suivants sont alors alge briquement inde pendants sur k:
u1 , u2 , ;1 , ;2 , e(;1u1), e(;1 , u2), e(;2u1), e(;2u2)
(rappelons que e(z) est l ’exponentielle du module de Carlitz).
The ore me 2. Soit 8(T)=TF 0+a1F+ } } } +adF d un module de Drinfeld
de rang d de fini sur k , d ’exponentielle e8 et de fonction quasi-pe riodique F’
associe e a une bide rivation alge brique non inte rieure, de finie sur k . Soient
u1 , ..., ud line airement inde pendants sur A ve rifiant e8(u1), ..., e8(ud) # K . Au
moins deux des nombres:
u1 , ..., ud , F’(u1), ..., F’(ud),
sont alge briquement inde pendants sur k.
Remarque 1. Le the ore me 1 est l’analogue du corollaire 4 de [T], le
the ore me 2 ge ne ralise l’analogue ante rieur d’un re sultat de Chudnovsky
[CH, p. 319] obtenu par Thiery [T1].
Dans la troisie me partie nous expliquons comment construire des modules
de Drinfeld posse dant la particularite d’avoir pour pe riodes les racines
p-ie mes de modules de rangs infe rieurs. Les quasi-pe riodes de ces modules
auront aussi des liens avec les de rive es des pe riodes du module de de part:
The ore me 3. (a) Soit 8 un module de Drinfeld de rang d, d ’exponen-
tielle e8 , de re seau des pe riodes 4. Pour chaque entier i0, l ’application
e1p i (z)=[e8(z p
i
)]1p
i de finit un module de Drinfeld 8pi de rang dpi dont le
re seau des pe riodes est 41p i.
(b) Si C est le module de Carlitz, l ’espace des fonctions quasi-pe riodiques
du module de de Rham de Cpi est engendre par:
Fa, i (z)= :

h=a
zqh
[h](Dh&a)q
ap i
, 0api&1.
Si a=1 et i=1, ce n’est autre que l ’oppose de la p&1-ie me de rive e par
rapport a T de l ’exponentielle de Carlitz e value e en z p:
F1, 1(z)=&[e( p&1)(z p)]1p.
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Plus ge ne ralement quand i=1, une autre base du module de de Rham est
repre sente e par les fonctions quasi-pe riodiques:
Fa(z)=[e(a)(z p)]1p, 0ap&1.
Pour w pe riode de l ’exponentielle de Carlitz, on a la relation
Fa(w1p)=&[w(a)]1p.
On montrera en particulier qu’un module de rang deux a multiplication
complexe dont les pe riodes sont alge briquement de pendantes de ? ne peut
exister que dans le cas p=2 et qu’alors ses pe riodes sont dans le k espace
vectoriel engendre par les pe riodes de C2 .
Remarque 2. Ce the ore me est ici de montre et utilise dans le but
d’obtenir des re sultats d’inde pendance alge brique. Il exhibe en fait deux
phe nome nes. Tout d’abord le Frobenius agit aussi non trivialement sur
l’ensemble de tous les modules de Drinfeld en transformant le re seau des
pe riodes comme indique auparavant. De plus les fonctions quasi-pe riodi-
ques d’un module de Drinfeld s’obtiennent (en tout cas quelques-unes) par
de rivations d’expressions lie es a l’exponentielle.
Les re sultats de transcendance auxquels on aboutira au paragraphe 4, en
utilisant les analogues des the ore mes de transcendance et la description des
modules pre ce dents sont les suivants:
The ore me 4. On suppose p=2.
(a) Soit : # k &[0] et ; une racine carre e non dans k d ’un e le ment de
k, alors Log(:) et :; sont alge briquement inde pendants sur k.
(b) Si Log(:) et Log(;) sont des logarithmes de nombres alge briques
line airement inde pendants sur Fq[T 2] alors
degtrk(Log(:), Log(;), e((Log(:) Log(;))12)2.
(c) Si e((Log(T 3+T+1) Log(T 3+T 2+1))12) est transcendant sur
k alors Log(T 3+T+1) et e((Log(T 3+T+1)Log (T 3+T 2+1))12) sont
alge briquement inde pendants sur k.
Remarque 3. Carlitz a prouve [C, p. 155] qu’on pouvait prolonger le
logarithme a k  et ce de manie re compatible aux e quations fonctionnelles.
Les re sultats s’entendent pour tout prolongement de ce type. On pourrait
d’ailleurs ramener la preuve au cas d(:)<q(q&1) en remarquant que
Log(:) et Log(T u:) sont alge briquement de pendants pour tout entier
naturel u.
E tant donne qu’en caracte ristique ze ro tous les nombres quadratiques
s’expriment par radicaux, ce re sultat peut bien e^tre vu comme l’analogue de
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l’inde pendance alge brique de Log(:), :; pour ; quadratique, : alge brique
diffe rent de ze ro et un. En caracte ristique ze ro ce proble me semble juste
au-dela de ce qu’on peut faire (cf. [Wa]).
The ore me 5. Pour p quelconque, soit : un e le ment alge brique non nul
de la clo^ture se parable de k ; alors les nombres Log(:) et Log(:)$ sont
alge briquement inde pendants.
Remarque 4. Ce re sultat ame liore pour tout p, le corollaire 1(b) obtenu
dans [D6] ainsi que le re sultat principal de [D4] quand p=2.
Corollaire. Quand p=2, ? est hypertranscendant.
Preuve. Si p=2, seule la premie re de rive e est non nulle.
2. LES PREUVES DE TRANSCENDANCE
Ce paragraphe est consacre aux preuves des the ore mes 1 et 2.
A. Le the ore me 1
La preuve du the ore me 1 suit le sche ma usuel des de monstrations de
transcendance. Tous les re sultats de [T] ont sans aucun doute leur
analogue dans notre situation mais seul le corollaire 4 de cette me^me
re fe rence est utile pour nos applications. Nous suivons sa de monstration et
ne rappelons que les faits essentiels pour la commodite du lecteur.
Commenc ons par un lemme de Siegel pre cisant celui de [T2] en ce sens
qu’il distingue hauteur (degre en T dans notre situation) et degre de la
solution du syste me line aire. Soit B=A[%1 , ..., %$] un anneau de degre de
transcendance $ sur A et %$+1 alge brique se parable de degre D sur B. On
de signe par deg% le degre total en %1 , ..., %d d’un e le ment de B.
Lemme 1. Soient n, m, D trois entiers naturels, X, D des re els positifs.
On suppose que n>Dm et on se donne des (ai, j) (1in, 1 jm), des
e le ments de B[%$+1] tels que d(ai, j)X, deg% (ai, j)D. Il existe des
e le ments xi (1in) de B non tous nuls tels que:
(i) d(xi)_ (Dm)
1($+1) X
(n)1($+1)&(Dm)1($+1)&+1;
(ii) deg% (xi)_ (Dm)
1($+1) D
(n)1($+1)&(Dm)1($+1)&+1;
(iii) :
n
i=1
ai, j xi=0.
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Preuve. Le cardinal de l’ensemble [(xi)1in # Bd(xi)X, deg% (xi)Y]
est e gal a q exposant n( $+Y$ )(X+1).
De plus d(ni=1 ai, jxi)X+X, deg% (
n
j=1 ai, jxi)Y+D. D’ou l’on
tire que le cardinal de l’ensemble [(ni=1 ai, jxi) 1 jm, d(xi)X,
deg% (xi)Y] est plus petit que q a l’exposant Dm( $+Y+D$ )(X+X+1).
Une ine galite sur les coefficients du bino^me (voir lemme de Siegel de [T2])
et le principe des tiroirs donne le re sultat.
On introduit ici les outils qui feront marcher la machine. On se place
sous les hypothe ses du the ore me 1 et sur le T-module de dimension 4,
E=Ga _C2_D ou Ga est muni de l’action triviale, C de signe le module de
Carlitz et D de signe un module de rang 2 de fini sur k . On suppose que la
conclusion du the ore me 1 est fausse, d’apre s les re sultats de Wade, les huit
nombres conside re s:
u1 , u2 , ;1 , ;2 , e(;1u1), e(;1u2), e(;2u1), e(;2u2)
sont dans une extension de degre de transcendance un de k. On se donne
%1 , %2 dans k  tel que %1 soit transcendant sur k et %2 est entier alge brique
se parable de degre 2 sur A[%1].
Soit x tel que nos huit nombres sont de degre d’inse parabilite plus petit
que px. On de signera par ci (1i7) des re els strictement positifs qui ne
de pendront que des huit nombres pre ce dents.
L’application de k  dans (Ga)4 (k ) donne e par: 8(z)=(z, e(;1z),
e(;2z), e8(z)) est un homomorphisme analytique a un parame tre. Soit S un
entier naturel >q+5, on de finit le sous-groupe suivant:
1(S)=[8(au1+bu2), a, b # A, |a|, |b|S].
Puisque rien ne s’oppose a suivre la tradition, de finissons les parame tres
suivants:
J=[S2(Log S)&13], K=[S(Log S)&13],
L=[(Log S)23], M=}[S2(Log S)&13];
ou } sera fixe par la suite (dans cette section le logarithme est le logarithme
en base q).
Lemme 2. Il existe un polyno^me P sur (Ga)4 de multidegre (J, K, K, L),
a coefficients dans A[%1] et non identiquement nul, tel que si
2(4M+1)(qS)2<(J+1)(K+1)2 (L+1),
la fonction
F(z)=P(8(z) p x)
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s’annule a un ordre 4M+1 aux points au1+bu2 avec max( |a|, |b| )S.
De plus il existe c1>0 tel que
deg%1Pc1(J+KS+M), h(P)c1(J Log(S)+KS+LS
2+M Log(M)).
Preuve. C’est le lemme 1 qui donne l’existence du polyno^me. Pour
obtenir les estimations en la hauteur du polyno^me, on suit le re sultat de
Thiery [T1] en utilisant que la fonction exponentielle de Carlitz est d’ordre
1 et que celle d’un module de rang 2 est d’ordre 2, les de nominateurs sont
estime s de la me^me manie re que dans [T2] ou [D6]. Pour le degre en %1 ,
on s’aperc oit que les termes en LS2 sont absents gra^ce a l’hypothe se
alge brique portant sur e8(ui).
On ajuste alors la constante } de fac on a avoir 4q32MS 2=(J+1)_
(K+1)2 (L+1).
Une utilisation du the ore me des ze ros de Yu [Y6, the ore me 2.3]
(signalons aussi un raffinement obtenu dans [D8]), va montrer qu’il existe
c2>0 tel que, le plus petit entier S$, telle que la fonction F(z), ne s’annule
pas a un ordre Mq8 aux points de 1(S$) le long de 8 ve rifie Log(S$)
Log(S)+c2 . Rappelons dans notre situation l’e nonce de Yu:
Lemme 3 (J. Yu). Soit P un polyno^me non identiquement nul sur
(Ga)4 de multidegre (J, K, K, L). On suppose que P s’annule a un ordre
4M+1 aux points de 1(S), le long du T-module a un parame tre 8(z). Il
existe alors un re el c3>0 et un sous-T-module H de E diffe rent de E tel que:
\M+r(8, H)r(8, H) + card(1(S&4)+HH) H(H ; J, K, K, L)c3JK 2L
ou r(8, H) est la codimension analytique de 8&1(H) et H de signe la
fonction de Hilbert de H.
Soit donc S$+1 le plus grand entier tel que F(z) s’annule aux points
conside re s. L’examen des diffe rents sous-T-modules de E va nous permettre
d’aboutir a la conclusion du lemme.
Comme E=Ga_C2_D, un sous-T-module de E est de la forme
H0 _H1_H2 ou chaque Hi est un sous-module du facteur correspondant.
Si H=0, l’ine galite devient:
MS$2c3JK2L.
Si H0=0, l’ine galite que l’on obtient est meilleure que celle ci-dessus
car chacun des degre s J, K, L est plus grand que 2.
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Si H0=Ga , et H2=0 on a au pire la conclusion: M<c3 KL ou
MS$2c3K2L ce qui contredit nos choix de parame tres. Enfin si H0=Ga
et H2=Ga , on obtient au pire MS$c3K qui contredit encore nos choix
de parame tres. C’est finalement bien l’ine galite donne e pour H=0 qui
borne S$.
Rappelons le Lemme de SchwarzJensen (cf. [Y1]). Si f est une fonction
entie re, r un re el, on pose Mr( f )=sup [d( f (z))d(z)r].
Lemme 4. Soient R>r>0 deux re els et f une fonction entie re posse dant
&r ze ros dans le disque d(z)r, alors:
Mr( f )MR( f )&&r(R&r).
Soient R>r>Log(S$), le Lemme 4 montre que pour tout z # k  de
degre <r, on a:
d(F(z))c4(JR+KqR+Lq2R+h(P))&c5MS$2(R&r).
En prenant r=c2+Log(S), R=(65) Log(S)+c2 , et gra^ce a nos choix de
parame tres, il existe c6 tel que:
d(F(z))&c6MS$2 Log(S).
Conside rons alors le degre en %1 de Pa, b(%1) :=la norme du S$-ie me
coefficient du de veloppement limite de P le long de 8 en 8(a;1+b;2):
deg%1[Pa, b(%1)]c6(J+KS+M).
Enfin la hauteur de Pa, b est majore e par: h(P).
Citons maintenant l’analogue du Lemme de Gelfond obtenu par Thiery
[T1]:
Lemme 5. Soit 9 # k  et Pn # A[X], on note: $n=degX(Pn); hn=h(Pn);
sn=v(Pn(9)) et on suppose que pour tout nn0 , sn>max(hn$n+hn$n+1+
hn+1$n , hn$n+hn$n&1+hn&1 $n) et
lim(sn$n&hn)=+;
alors pour nn0 : Pn(9)=0.
Or la dernie re condition suivante est remplie:
MS2 Log(S)[J+KS+M]&1>c7h(P),
et on a bien une contradiction avec la transcendance de Pa, b(%1).
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B. Le the ore me 2
On se place sous les hypothe ses du the ore me 2 et sur le T-module de
dimension 3, E’=8_Ext(8, Ga) ou 8 de signe un module de rang d de fini
sur k et Ext(8, Ga) est l’extension non triviale (cf. [G] ou [B]) de termine e
par une bide rivation ’(T ) non inte rieure, elle aussi a coefficients alge bri-
ques. Pour conserver l’analogie formelle avec [CH, p. 319], on placera
toutefois le facteur correspondant a 8 en seconde position, c’est-a -dire que
l’action de T sur ce module est:
F (T )(X1 , X2 , X3)=(TX1 , 8(T) X2 , TX3+’(T)(X1)).
On note alors F’ l’unique fonction quasi-pe riodique nulle a un ordre q
en ze ro et satisfaisant a F’(Tz)&TF’(z)=’(T)(z).
Le plan de la preuve est similaire a celui de la partie A.
On suppose que la conclusion du the ore me 2 est fausse; d’apre s les
re sultats de Yu [Y1], les 2d nombres conside re s:
u1 , ..., ud , F’(u1), ..., F’(ud),
sont dans une extension de degre de transcendance un de k. On se donne
%1 , %2 dans k  tel que %1 soit transcendant sur k et %2 est entier alge brique
se parable de degre 2 sur A[%1].
Soit x tel que nos 2d nombres soient de degre d’inse parabilite plus petit
que px. On de signera par ci (8i18) des re els strictement positifs qui ne
de pendront que des nombres pre ce dents.
L’application de k  dans (Ga)3 (k ) donne e par: 8(z)=(z, e8(z), F’(z))
est un homomorphisme analytique a un parame tre, on ve rifie en effet la
relation 8(Tz)=F (T )8(z).
Soit S un entier naturel >q+4; on de finit le sous-groupe suivant:
1(S)=[8(a1u1+ } } } +ad ud), a1 , ..., ad # A, |ai |S].
La tradition s’e tant encore un peu plus impose e depuis le paragraphe
pre ce dent, de finissons les parame tres suivants:
J=2L=22K12, S d=K12(Log K)12,
M=[(14qd+1) K 32(Log K)&12].
Lemme 6. Il existe un polyno^me P sur (Ga)3 de multidegre (J, K, L),
a coefficients dans A[%1] et non identiquement nul, tel que la fonction:
R(z)=P(8(z) p x)
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s’annule a un ordre 3M+1 aux points de a1u1+ } } } +adud avec
max1id ( |ai | )S. De plus il existe c8>0 tel que:
deg%1Pc8(J+L), h(P)c8(J Log(S)+KS
d+LSd+M Log(M)).
Preuve. L’ine galite 2(3M+1)(qS)d<JKL est assure e par nos choix de
parame tres. On calcule les degre s et hauteurs comme au lemme 2. La
fonction exponentielle est d’ordre d, les estimations de hauteurs et
de nominateurs de e8(T uz) et F’(T uz) se font de manie re similaire a celles
effectue es dans [D6, lemmes 12 et 13] gra^ce a une re currence sur u.
On se sert de la relation F’(Tz)&TF’(z)=’(T )(e8(z)) pour voir que le
terme de droite e tant suppose alge brique, le degre en %1 de F’(T Xz) est
majore par une constante. Notons que l’analogue de l’astuce dite de Baker
Coates est ici utilise e en cherchant a annuler un terme du style [F’(z)]L a
l’ordre M au point au, on annule [F’(z)+F(au)]L a l’ordre M en ze ro.
Une utilisation du the ore me des ze ros de Yu [Y6] va montrer qu’il
existe c9>0 tel que, le plus petit entier S$, tel que la fonction R(z), ne
s’annulent pas a un ordre Mq8d aux points de 1(S$) le long de 8 ve rifie
Log(S$)Log(S)+c9 . Nous allons en fait utiliser une version multi-
homoge ne de ce dernier un peu plus ge ne rale que l’e nonce 2.3 de [Y6]. La
de monstration (voir [D8]) reprend mot pour mot celle de Yu [Y6] a ceci
pre s qu’on part d’un polyno^me multihomoge ne P de multidegre (J, K, L)
et qu’alors le polyno^me P b F (T ) est de multidegre c10(max(J, L), K, L).
Le lemme de Bezout multihomoge ne et [Y6] applique a E’ , montre alors
qu’il existe un re el c11>0 et un sous-T-module H de E’ diffe rent de E’ tel
que:
\M+r(8, H)r(8, H) + card(1(S&3)+HH) H(H ; J, K, L)c11JKL
(en conservant les notations du lemme 3, rappelons qu’on a choisi J=2L).
Soit donc S$ le plus grand entier tel que R(z) s’annule aux points
conside re s. L’examen des diffe rents sous-T-modules de E’ va nous
permettre d’aboutir a la conclusion du lemme.
Comme les fonctions z, e8(z), F’(z) sont alge briquement inde pendantes
(cf. [B]), il est facile de voir (ce re sultat peut aussi se de montrer inde -
pendamment comme dans [D4] ou les e quations fonctionnelles des fonctions
e voque es sont similaires a celles rencontre es ici, et me^me exactement
identiques pour les modules conside re s au 3) que les seuls sous-T-modules
propres de E’ sont: Ga _0_Ga , 0_0_Ga , 0_Ga_Ga , 0_Ga _0 avec
comme action la restriction de celle donne e par F (T ). Le premier de ces
sous-groupes donne la condition Mc12K (on pourrait obtenir mieux en
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prouvant un re sultat d’inde pendance line aire entre pe riodes et quasi-
pe riodes), les trois autres sous-groupes en question donnent successivement
dans le lemme de ze ro MSdc12JK, MSdc12J, MSdc12JL. Ces quatre
hypothe ses ne peuvent e^tre satisfaites par nos choix de parame tres pourvu
qu’on ait choisi S>c12 . Le sous-T-module du lemme de ze ro est par conse -
quent re duit a 0 et l’ine galite donne e avec H=0 dans ce lemme apporte la
borne attendue pour S$.
Soient R>r>Log(S$), la fonction exponentielle e tant d’ordre d (cf. par
exemple [D6] ou [Y3]) le lemme 4 montre que pour tout z # k  de degre
r on a:
d(R(z))c13(JR+KqdR+LqdR+h(P))&c14MS$d (R&r).
En prenant r=1+c9+Log(S), R=(1110) Log(S)+1+c9 , et gra^ce a nos
choix de parame tres, il existe c15 tel que:
d(R(z))&c15MS$d Log(S).
Soit Pai (%1) := la norme de S$-ie me coefficient du de veloppement limite de
P le long de 8 en 8(a1u1+ } } } +adud). Son degre en %1 ve rifie:
deg%1[Pai (%1)]c16(J+L).
Enfin la hauteur de Pai est majore e par: h(P).
Or la dernie re condition suivante est remplie:
MSd Log(S)[J+L]&1>c17 h(P),
et on a bien une contradiction entre la transcendance de Pai (%1) et le
lemme 5.
3. DES MODULES PARTICULIERS
Commenc ons par le cas particulier qui donnera les premiers the ore mes
de transcendance e nonce s dans l’introduction. On suppose que p=2.
Rappelons que e(z) de signe l’exponentielle du module de Carlitz. La
proposition suivante de crit le module de Drinfeld de rang 2 sur A=Fq[T],
le phe nome ne inte ressant est que ses pe riodes sont alge briquement
de pendantes de ? et que ses quasi-pe riodes sont de pendantes de ? et de sa
de rive e.
Proposition 1. Il existe un module de Drinfeld de rang 2 sur Fq[T]
dont l ’exponentielle est e12(z)=[e(z2)]12. Ce module est a multiplication
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complexe par Fq[T 12 ]. Son re seau des pe riodes est engendre par w1=
(T q2+T 12)1(q&1) - ? et w2=T 12w1 . Une fac on quasi-pe riodique F(z)
associe e est e gale a [e$(z2)]12. Les quasi-pe riodes ’1=F(w1) et ’2=F(w2)
valent respectivement (T q2+T 12)(2&q)(q&1) - ?+(T q2+T 12)1(q&1) - ?$
et [(T q2+T 12)1(q&1) + T 12(T q2 + T 12)(2&q)  (q&1)] - ? + T 12(T q2 +
T 12)1(q&1) - ?$.
Preuve. L’exponentielle de Carlitz ve rifiant e(Tz)=Te(z)+e(z)q, on
a que e(T 2z)=T 2e(z)+(T+T q) e(z)q+e(z)q 2. On peut e valuer cette
e galite en z2. Comme nous sommes en caracte ristique deux, la fonction
e12(z) :=[e(z2)]12 ve rifie dont l’e quation: e12(Tz)=Te12(z)+(T q2+
T 12) e12(z)q+e12(z)q
2
. Cette e quation caracte rise un module de Drinfeld
de rang 2. Comme les pe riodes de l’exponentielle de Carlitz sont engendre es
par (T q+T)1(q&1) ? sur A, on en de duit que w1 et w2 sont des pe riodes
pour e12 ; e tant line airement inde pendantes sur A, ces dernie res forment
bien un base du re seau qui est donc a multiplication complexe par Fq[T 12].
On sait alors que l’ensemble des fonctions quasi-pe riodiques est engendre
par une seule fonction ve rifient l’e quation fonctionnelle: F(Tz)&TF(z)=
(z)q et nulle a un ordre 2 en ze ro. L’e criture du de veloppement en se rie
de F nous conduit a l’expression F(z)=[e$(z2)]12 (les fonctions de rive es
par rapport a T de e(z) sont de finies dans l’introduction, on peut aussi se
contenter de ve rifier que [e$(z2)]12 satisfait l’e quation fonctionnelle de F et
conclure par unicite ).
Comme on sait que e(wi2)=0 et que les wi2 sont de rivables, par
de rivation par rapport a T on trouve e$(wi2)+(wi2)$=0. D’ou l’on tire le
calcul de ’1 et de ’2 .
Passons au cas ge ne ral. Pour le the ore me 3, on utilisera le lemme
suivant:
Lemme 7. Soit le p-ie me ite re de 8C(T ):
8C(T p)=T pF 0+a1F+ } } } +ap&1F p&1+F p,
alors pour 1ap&1, a (a)1 F+ } } } +a
(a)
p&1F
p&1 est un polyno^me en F de
degre p&a.
Preuve. On montre par re currence sur l’entier jp que les coefficients
de 8C(T j)=T jF 0+a1, jF+ } } } +aj&1, jF j&1+F j sont tels que ai, j=
T i, j+bi, j ou la de rive e j-ie me de bi, j est nulle. Cette proprie te est ve rifie e
pour j=1. Comme 8C(T j+1)=8C(T ) b 8C(T j), le coefficient en F i de
8C(T j+1) est e gal a Tai, j+(ai&1, j)q. Il suffit alors de voir que la de rive e
j+1-ie me de T(bi, j) est nulle ce qui est vrai par hypothe se de re currence.
Pour j= p, on obtient donc que ai, p=T p&i+bi, p ou la de rive e p-ie me de
bi, p est nulle et on en de duit le re sultat du lemme.
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Preuve du the ore me 3. Le (a) est imme diat par des calculs similaires a
ceux effectue s lors de la proposition 1. Pour trouver les fonctions quasi-
pe riodiques autres que l’exponentielle pouvant ge ne rer une base du module
de de Rham, on choisit des bide rivations line airement inde pendantes et
non-inte rieures (cf. [B]). Les calculs donnant les Fa, i correspondantes sont
faits avec les choix successifs ’(T )=F, ..., F p i&1 qui de terminent des
bide rivations line airement inde pendantes; on re sout [G]:
Fa, i (Tz)&TFa, i (z)=’(T )(e1p i (z)).
Enfin on remarque l’e galite entre F1, 1 , et l’expression concernant la de rive e
p&1-ie me de l’exponentielle de Carlitz.
Si w est une pe riode de l’exponentielle de Carlitz, on sait que w est
de rivable [D4] et on tire de la relation e(w)=0 que ( p&1)(w)+w( p&1)=0.
Comme w1p est une pe riode de Cp , on a la quasi-pe riode F1, 1(w1p)=
[w( p&1)]1p.
Quand i=1, une autre base de l’espace des de rivations peut e^tre obtenue
comme ci-apre s:
On e crit e(T pz p)=8(T p)e(z p). On pose #T=e(T pz p)&T pe(z p), c’est un
polyno^me en F (e value en e(z p)) de degre p, on a ainsi:
e(T pz p)&T pe(z p)=#T . (1)
La de rive e a-ie me, par rapport a T de #T est un polyno^me de degre p&a
(voir lemme 7). On pose alors ’(T )a=(# (a)T )
1p; ces fonctions sont ainsi
line airement inde pendantes sur k  . On obtient l’e quation fonctionnelle
suivante en de rivant (1) par rapport a T:
[e(a)(T pz p)]1p&T[e(a)(z p)]1p=’(T )a(e(z p)1p).
Ceci n’est autre que l’e quation d’une fonction quasi-pe riodique associe e a
’(T )a . On conclut en se rappelant de l’unicite de la solution de cette
e quation au terme en z pre s.
Remarque 5. Pour d’autres modules de Drinfeld que le module de Carlitz,
une base de l’espace des fonctions pe riodiques repre sentant le module de de
Rham peut aussi s’obtenir par de rivation. Il faut essentiellement pour cela
que l’analogue du lemme 7 soit satisfait, ce qui n’est pas toujours le cas
(voir aussi la condition H de [D4]).
4. APPLICATIONS A L’INDE PENDANCE ALGE BRIQUE
On suppose que q est de la forme 2r et on va maintenant de duire le
the ore me 4 des the ore mes 1 et 3.
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Preuve du the ore me 4. (a,b) On utilise le module de rang 2 construit
au paragraphe 3. Son exponentielle est la racine carre e de e(z2). On choisit
:, $ alge briques non nuls tels que u1=(Log(:))12, u2=(Log($))12 soient
line airement inde pendants sur Fq[T]. On prend alors ;1=u1 et ;2=u2 ce
qui conclut la preuve du (b).
Soit ab un e le ment de Fq(T ) qui n’est pas un carre , on impose alors
8(b)($)=8(a)(:) et on a b Log($)=a Log(:), et cela donne le re sultat
annonce .
(c) Remarquons d’abord que Log n’est plus de fini par la somme
de la se rie mais par prolongement des e quations fonctionnelles. Si
Log(T 3+T+1), Log(T 3+T 2+1) sont line airement de pendants sur Fq(T )
alors, :=T 3+T+1 et b=T 3+T 2+1 sont de pendants sur 8(Fq(T)). Il
existe a, b # Fq(T)&[0], tels que 8(a)(T 3+T+1)=8(b)(T 3+T 2+1).
On de duit de la que 8(a)(T 2+T )=8(b&a)(T 3+T 2+1) ce qui est
absurde, le degre du terme de gauche e tant une puissance de 2 et celui du
terme de droite divisible par 3.
Le re sultat du (b) donne alors:
degtrk(Log(:), Log(;), e((Log(:) Log(;))12)2.
Comme le troisie me des nombres conside re s est invariant par substitution
de T+1 a la place de T, il ne peut e^tre alge briquement de pendant de
Log(:) qui est change en Log(;) par cette transformation.
Preuve du the ore me 5. On conside re le module de Drinfeld de rang p Cp
explicite a la fin du the ore me 3. Les pe riodes de ce module sont engendre es
sur Fq[T] par (?^)1p, T 1p( ?^)1p, ..., T ( p&1)p(?^)1p et il est a multiplication
complexe par Fq[T 1p]. On choisit ui=T (ip)[Log(:)]1p, 0ip&1 et :
alge brique se parable non nul. On a e(u pi ) alge brique se parable donc sa
de rive e e$(uip)+(uip)$ l’est e galement. L’expression des quasi-pe riodes
attache es a ’(T )1 obtenues dans ce me^me the ore me 3 entrai^ne l’inde -
pendance alge brique de Log(:) et Log(:)$.
Remarquons pour terminer la spe cificite du module C2 construit
pre ce demment:
Proposition 2. S ’il existe un module de Drinfeld de rang 2, a multiplica-
tion complexe, de fini sur k dont les pe riodes sont alge briquement de pendantes
de ? alors ne cessairement la caracte ristique est 2 et les pe riodes du module
de Drinfeld sont line airement de pendantes sur k des pe riodes de C2 .
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Preuve. Supposons un tel module, de pe riodes y1 , y2 , de pseudo-pe riodes
z1 , z2 . Soit # un e le ment quadratique sur Fq(T ) tel que y2=#y1 . Les
relations de Riemann [G] et d’Eisenstein [T1, proposition 8] s’e crivent
ici:
z2y1&z1 y2 =&+?^,
z2&# z1= y1u;
+ e tant une racine (q&1)-ie me de 1, u est alge brique, et # est le conjugue
de #. D’ou :
z2&z1 #=&+?^y1 ,
z2& #^z1= y1u.
Si y1 et ? sont alge briquement de pendants, les relations pre ce dentes doivent
e^tre identiques sinon on aurait une contradiction avec le the ore me pre ce dent.
On en de duit #=# , ce qui entrai^ne p=2. On en de duit e galement l’expression
de ( y1 , y2) en fonction de la base (w1 , w2) du re seau de C2 ce qui donne
la conclusion de la proposition.
Corollaire. Les nombres #=>n=1 (1&1T
2n) et ? sont alge briquement
inde pendants en caracte ristique diffe rente de 2.
Preuve. On a vu dans [D7] (cf. aussi [BE1]) que # est transcendant si
et seulement si la caracte ristique est diffe rente de 2. Quand dans # on
change T en T 12, on obtient un nombre line airement de pendant du premier
sur k . La me^me ope ration sur ? change ?(T ) en ?(T 12). Ce dernier est a
multiplication pre s par (T 12&T q2)1(q&1) une pe riode du module C2 que
l’on pourrait e galement de finir en caracte ristique p (par le me^me homo-
morphisme d’anneaux, mais certaines de ses proprie te s sont alors ‘‘perdues’’).
En caracte ristique p{2, C2 a ses pe riodes alge briquement inde pendantes
de ? d’apre s la proposition 2. D’ou suit le re sultat.
Remarque 6. Le corollaire pre ce dent pose la question de l’inde -
pendance alge brique en caracte ristique nulle de ? et des nombres dont la
transcendance s’obtient par la me thode de Mahler (voir [BE2]).
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